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Abstract--Nachtsheim et Swigert ont d6velopp6 une mrthode de tir trrs efficace pour la rrsolution des 
6quations de la couche limite laminaire des 6coulements isothermes avec profils de vitesses semblables. 
Nous pr6sentons, dans ce travail, une extension de cette mrthode pour la rrsolution des 6quations de la 
couche limite des 6coulements laminaires externes, bidimensionnels ou axisymrtriques, avec ou sans 
effusion, dans les cas de profils de vitesses non semblables, en prrsence ou non de gradient de pression. On 
tient compte des proprirt6s variables des deux fluides de nature diffrrente en 6coulement non isotherme. 
L'efficacit6 de la mrthode g6nrralisre est vrrifire sur quatre cas d'rcoulements laminaires. Un 6ch- 
antillonnage des rrsultats obtenus : profils de vitesse, de temprrature et de concentration, coefficients de 
frottement, flux de chaleur ~ la surface de la paroi, est compar6 avec les r6sultats de la littrrature. Copyright 

© 1996 Elsevier Science Ltd. 

1. INTRODUCTION 

Les 6quations de la couche limite des 6coulements 
laminaires externes incompressibles ou compressibles, 
en prrsence ou non de gradients de pression et de 
temprrature et avec ou sans effusion ~t travers la paroi, 
peuvent 6tre rrsolues par plusieurs mrthodes 
numrriques. On peut citer, par exemple, la mrthodes 
itrrative d ' intrgrat ion de Picard [1, 2], les mrthodes 
intrgrales de Von K~rm~tn-Pohlhausen et de Thwaites 
[3-6], les m6thodes classiques de tit ou de l'essai et de 
l 'erreur [4-9], les schrmas implicites et explicites des 
diffrrences finies [3, 5, 6, 10-12] et ceux des 616ments 
finis [ l l ,  13-15], la mrthode  des volumes finis I l l ,  
16], la mrthode  du probtrme inverse [5, 17], etc. Les 
6quations de la couche limite ont  des conditions aux 
limites de type classique ~t la paroi et de type asympto- 
tique fi la frontirre de la couche limite. De ce fait, la 
rrsolution numrrique de ces 6quations pr6sente tou- 
jours des problrmes de convergence, notamment  dans 
les mrthodes du type de l'essai et de l 'erreur. Par 
contre, dans la mrthode  de t i r  proposre par Nacht-  
sheim et Swigert [18], la recherche de la solution 
numrrique est faite de telle fagon que la caractrristique 
asymptotique de la solution est toujours assurre et les 
risques de divergence sont rrduits. Ces auteurs ont  
prouv6 l'efficacit6 de leur mrthode  en rrsolvant, d 'une 
part l ' rquat ion de Falkner-Skan, d 'autre part les 6qua- 
tions concernant un problrme de convection dans un 
6coulement laminaire incompressible, sans effusion, 
avec des profils de vitesse semblables. Cette mrthode  

a 6t6 utilis6 par Ferreira [19] dans les caiculs des trans- 
ferts de masse et de chaleur par convection naturelle 
dans un 6coulement laminaire incompressible sur une 
paroi poreuse plane verticale. Sparrow et al. [20] ont 
aussi utilis6 la mrthode  de Nachtsheim et Swigert pour 
la rrsolution de problrmes concernant les 6coulements 
laminaires bidimensionnels avec propri6trs thermo- 
physiques constantes. 

Dans ce travail on grnrralise la mr thode  de Nacht-  
sheim et Swigert pour la rrsolution des 6quations de 
la couche limite des 6coulements laminaires, bidi- 
mensionnels ou axisymrtriques, externes/ t  des corps 
solides, dans les cas de profils de vitesses semblables 
ou non, avec ou sans effusion, en prrsence ou non de 
gradient de pression, et en tenant compte des pro- 
prirtrs variables des deux fluides de nature diffrrente 
en 6coulement non isotherme. L'efficacit6 de la 
mrthode,  qui permet notamment  de d&erminer avec 
pr6cision les flux thermiques et les coefficients de frot- 
tement /t la paroi, est vrrifire sur quatre cas d'  
6coulements laminaires externes. 

2. PRESENTATION DU PROBLEME GENERAL ET 
DES EQUATIONS ASSOCIEES 

Soit l ' rcoulement laminaire, en r~gime stationnaire, 
d 'un gaz le long de la surface d 'un corps solide immo- 
bile avec ou sans injection d 'un  autre gaz ~ travers la 
surface (Fig. l) et respectant les conditions suivantes : 

• l '6coulement est axisymrtrique ou bidimension- 
nel plan ; 
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NOMENCLATURE 

B param6tre du gradient de pression 
Cf coefficient de frottement 
c o capacit6 thermique massique fi 

pression constante 
c~ capacit6 thermique massique g volume 

constante 
D diffusivit6 mol6culaire 
E erreur donn6e par l '6quation (25a) 
Ee valeur minimale pr66tablie pour E 
Ev valeur minimale pr66tablie pour 

l'erreur relative entre les valeurs de s a la 
convergence actuelle et fi la 
convergence pr6c6dente 

E~ valeur minimale pr66tablie pour la 
valeur du pas de s 

F fonction de courant  adimensionnelle 
F0 param6tre d'injection 
g acc616ration de la pesanteur 
L abscisse de d6but d'effusion; valeur 

maximale de x 
m masse 
M masse molaire 
Nu nombre de Nusselt 
P pression statique absolue 
Pr nombre de Prandtl  
s variable de perturbation 
q variable de perturbation ; flux de 

chaleur 
r variable de perturbation ; rayon de 

courbure transversale 
R constante universelle des gaz parfaits : 

rayon de la sph6re 
Re nombre de Reynolds 
Sc nombre de Schmidt 
T temp6rature absolue 
u vitesse parall61e/t la paroi 
v vitesse orthogonale g la paroi 

X 

X 

Y 

Z 

abscisse le long de la paroi 
fraction molaire 
ordonn6e perpendiculaire fi la paroi 
variable de perturbation g6n6rique. 

Symboles grecs 
param+tre de Chapman-Rubes in  

3 erreur ; 6paisseur de la couche limite 
hydrodynamique 

d d 6paisseur de d6placement 
7 rapport entre les capacit6s thermiques 

massiques isobarique et isochorique 
2 conductivit6 thermique 
~/ ordonn6e de Levy Lees 
I~ viscosit6 mol6culaire dynamique 
v viscosit6 mol6culaire cin6matique 
0 temp6rature adimensionnelle 
p masse volumique 
~J fraction massique 

abscisse de Levy-Lees 
fonction de courant. 

Indices inf6rieurs 
1 fluide principal (ou pari6tal) 
2 fluide inject6 (ou effuse) 
e 6valu6 dans l '6coulement potentiel ou 

fi la fronti6re de la couche limite 
FS relatif ",i la transformation de Falkner- 

Skan 
i composant  i dans le m61ange gazeux 
p 6valu6 fl la paroi 
o 6valu6 au point d'arr6t (stagnation) 

~valu~ fl la position ~ 
6valu6 dans l '6coulement libre. 

Indice sup6rieur 
d6riv6e par rapport fir/. 

• les propri6t6s thermophysiques du m61ange 
gazeux varient notamment  avec la temp6rature 
et la concentration des gaz 1 et 2 ; 

• la temp6rature du gaz 2 sortant de la paroi est 
constante et 6gale fi la temp6rature Tp de la paroi ; 

• la temp6rature du m61ange gazeux fi la fronti6re 
de la couche limite est constante et 6gale fi la 
temp6rature T~ du gaz 1 dans l '6coulement 
potentiel ; 

• la vitesse du m61ange gazeux fi la fronti6re de la 
couche limite est 6gale fl la vitesse uo du gaz 1 
dans l '6coulement potentiel ; 

• l ' injection du gaz 2 commence imm6diatement 
apr~s le point x = Let ,  en ce point, les profils de 
vitesse, temp6rature et concentration, darts 
l '6coulement pari6tal, sont non uniformes et 

donn6s par la solution des profils des vitesses 
semblables des 6quations de la couche limite ; 

• le gaz 1, le gaz 2 et leur m61ange sont des gaz 
parfaits neutres et transparents fl la radiation 
thermique ; 

• l'6paisseur de la couche est tr~s petite devant le 
rayon de courbure transversal r de la paroi ; 

• le flux massique net du gaz 1 est toujours nul fi la 
surface du corps. 

En ajoutant les hypoth6ses classiques de la couche 
limite, les 6quations de bilan s'6crivent : 

Conservation de la masse totale 

1 3(pur ~) 3pv 
+ ~ y  = o. (1) 

r" Ox 

Variation de la quantit6 de mouvement  selon x 
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Ewulernent libre 

T, urn 

Gazl 

Ecoukment potmtiel 

Te=T, 

Paroi Permeable a temp. Tp 

Paroi impermeable 

Point d’arrit x = 0 Axedesymktrie 

Fig. 1. Schema general pour koulement axisymttrique avec effusion. 

ap a pug+pL,u= -_+- p au 
ay ax ay H >I ay (2) 

oti le gradient de pression aP/ax, tgal a celui qui existe 
dam l’tcoulement potentiel, est don& par 

ap due -= 
ax -PAdx. (24 

Conservation de l’energie 

+PD(c,*-crJ&r~+~ 2 2. 
0 

(3) 

Conservation de l’espece chimique 1 du melange fluide 

1 we aPIU -~ 
r” ax 

+-=dpDdO,. 
aY ay ( > ay (4) 

Les conditions aux limites associees a ces equations 
sont : 
ii la paroi, soit a y = 0 

u=o; v=u,(x), T=T, 

et, d’aprts un bilan de masse sur le composant 1, 

a une position sufhsamment eloignee de la paroi, soit 

ay-+ac, 

u + u,(x), T+T, et w,+l. 

Dans toutes les equations precedentes, x est la coor- 
donnee curviligne comptee a partir du bord d’attaque 
le long de la paroi, y la coordonnee orthogonale a la 
paroi, u la vitesse selon la direction x, v la vitesse 
selon la direction y, p la masse volumique du melange 
gazeux, p la viscosite moliculaire, 1 la conductivite 
thermique, D le coefficient de diffusion moleculaire, cp 
la capacite thermique massique a pression constante, 
or le rapport entre la masse volumique du gaz 1 dans 
le melange et celle du melange, P la pression absolue 
et T la temperature absolue du melange. Les indices p 
et e signifient que les valeurs sont Cvaluees a la paroi 

et a la front&e de la couche limite respectivement. 
L’exposant n caracterise le type de l’ecoulement, soit 
1 pour les tcoulements axisymetriques et 0 pour les 
Ccoulements bidimensionnels plans. La vitesse up du 
gaz 2 a la paroi et la vitesse u, du gaz 1 dans 
l’ecoulement potentiel sont des fonctions connues de x. 

2.1. Transformation de variables de Levy-Lees 
Les couches limites laminaires axisymetriques, non- 

isothermes et en presence de gradients de pression, 
sont souvent analysees a l’aide du changement de vari- 
ables de Levy-Lees, qui inclut la transformation de 
Mangler [3, 5, 61. On pose, alors : 

ti = @F(h) (5) 

$ et F&ant des fonctions de courant telles que 

w -= 
ax 

--pus; %ppuf 
ay 

et 

c “U 
F= rdrl. (64 

En procedant au changement de variables, les Cqua- 
tions de la couche limite deviennent : 
l variation de la quantite de mouvement 

l Conservation de l’energie 

i -,$ac,B’/Pr) + Fe’ 
P 



2528 G.A. CAMPOLINA FRAN~A et al. 

( Bu~P¢ F" = 2~ F ' ~ - O '  . (8) 
cpTop 

• Conservation de l'espSce chimique 1 

a ( J ) l  ~(o:oJ, ISc)+FoYl=2~(F~--oui~F). (9) 

On note que, g la suite de cette transformation de 
variables, l '6quation de la conservation de la masse 
totale n 'apparai t  plus. En fait, elle est toujours sa- 
tisfaite par les relations (6). 

Dans les 6quations (7)-(9) : 

OF u p,u 2~ du e 
- - c ~ =  e t  B -  ( 1 0 )  

F '  Or/ Ue Pe#e U e d~ 

T u~ 
0 = ~  To = r~+  . (11) 2cp~ 

B e s t  le param&re du gradient de pression dans 
l '&oulement,  T O la temperature de stagnation ou du 
point d'arr&, Pr = Itcp/2 le nombre de Prandtl  et 
Sc = #/pD le nombre de Schmidt du m61ange gazeux. 
Pour plus de commodit8 on note les diverses d6ri- 
vations par rapport ~ r/avec les indices sup6rieurs ', " 
o n  "~. 

Les conditions aux limites associ~es aux 6quations 
(7)-(9) sont:  
• a la paroi, soit fi r /=  0 

- - d a n s  les cas des profils de vitesses semblables 
dans l '6coulement 

Fp = F0 = constante et = 0 
p 

0 = 0p 

(Sw,~_ (12a) FOScp(.Olp 
Or~ )~ ~ 

- - e t  dans les cas des profils de vitesses non sem- 
blables 

Fp - ~/ zg~/~- ,~o r~(pv)p dx et = 0 
p 

0 = 0p 

(&o,'~ = (12b) 
(p~) pScp 

ar/ g :u~(p~)~ 

• ~t une position suffisamment 61oign6e de la paroi, 
soit ~ q = q~ -o 0c 

( ~ e - + l ;  (0)e--~0e; (Ogl)e-'~l. (12C) 

En pratique, la valeur de r/o sera d6termin6e de telle 
sorte qu'elle soit sup6rieure/l l'6paisseur de chacune 
des couches limites dynamique, thermique et de con- 
centration. 

2.2. Propriktks thermophysiques des fluides 
Les propri&6s thermophysiques d 'un  m61ange 

gazeux A deux composants peuvent 8tre estim6es fi 
l 'aide des relations suivantes [6, 7, 10] : 

• Masse volumique 

PMI M2 
(13a) 

P - RT[M~ +o), (M 2 - M I )  ] 

R &ant la constante universelle des gaz parfaits et M 
la masse molaire du gaz consid6r6. On pose encore 

,O = Pl +P2 (13b) 

• Viscosit6 mol6culaire 

/xi /~2 
p + (13c) 

X~ X~ 
l + a 1 2 ~  1 +a2i  X2 

avec 

Ix,= ~ A,,/T j (13d) 
/ = 0 

(13e) 

avec 

Cpi = L B,.:T;. (13g) 
1 = 0  

• Capacit6 thermique massique a volume constant 

R 
Cvi = %1 Mi (13h) 

• Conductivit6 thermique 

~t Z2 
Z = X~ + X~ (13i) 

1+ 1 , 0 6 5 a , 2 ~  1 + 1 ,065a21~ 

avec 

2i = ¼(97i- 5)c,.i/~i. (13j) 

• Diffusivit~ mol~culaire donn& par la th6orie cin& 
tique des gaz 

D~2 = D e 1  = D = 

1,858 x 10 7Ti ' s (M'  +M2~° ' ' (  101'3 '~ 
\ - M ~  J \ ~ j  (13k) 

Dans l '6quation (13k) 

a2~ est calcul6 par (13e) en y changeant l'indice 1 par 
l'indice 2 et vice-versa. X~ et X2 sont les fractions 
molaires des composants 1 et 2, respectivement, dans 
le m61ange gazeux. 
• Capacit6 thermique massique fi pression constante 

cp = %2 +o)t (%1 -%2)  (13f) 
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- f ~  est l'int6grale de collision donn6e par 

// T ~-0,1,5 -z.0 
,13,  

- T,~z est la temp6rature effective de collision d6finie 
par 

T~l~ = (T~i T~) °'s (13m) 

- trlZ est le diam+tre effectif de collision d6fini par 

olz = 0,5(ai +tr2) (13n) 

- T,~, T~z et am, az sont les temp6ratures et les diam6- 
tres de collision des gaz 1 et 2, respectivement. 

3. MI~THODE DE TIR DE NACHTSHEIM ET 
SWIGERT 

Nachtsheim et Swigert [1] ont  r6solu l '6quation de 
Fa lkner-Skan (6quation (7) simplifi6e pour les 6cou- 
lements isothermes avec profils de vitesse semblables) 
en utilisant une m6thode de tir qui s 'appuie sur les 
quatre id6es directrices suivantes : 

1 ° - -  Les solutions des 6quations de la couche limite 
sont asymptotiques. Cela veut dire que toutes les d6- 
riv6es d'ordre 6gal ou sup6rieur ~ F", O' et o9~ sont 
nulles ~t la fronti6re r/, de la couche limite. 

2 ° _  Les conditions aux limites A r/o sont remplac6es 
par des conditions suppl6mentaires A la paroi. Ces 
conditions, inconnues a priori, interviennent comme 
des variables de perturbation qu'il  convient de faire 
6voluer jusqu'~ ce que les conditions r6elles ~ r h soient 
v6rifi6es. 

3° - -L ' in t6gra t ion  des 6quations diff6rentielles 
transform6es de la couche limite est faite num6rique- 
ment  selon la m6thode d 'Adams-Moul ton  du qua- 
tri6me ordre [21 ]. 

4 ° - -La  recherche des valeurs optimales des vari- 
ables de perturbation est faite en cherchant A mini- 
miser, A chaque pas, les erreurs entre les valeurs et les 
conditions &ablies ~, r/,, non  seulement sur la grandeur 
6tudi6e mais 6galement sur sa d6riv6e, de mani6re 
assurer la caract6ristique asymptotique de la solution. 

3.1. Extension de la mOthode au probldme yEnEral posb 
On a 6tendu la d~marche d6velopp6e par Nacht- 

sheim et Swigert fi la r6solution du syst+me d'6qua- 
tions (7)-(9). Dans  ce cas, la fonction de courant  F 
est d6pendante de ~ et il y a trois conditions fi q = r/,, 
d6jfi 6tablies en (12c). Lors de la r6solution num6rique 
ces conditions seront A remplacer par : 

(~--~F)e=l; (0)~=0~;  ( e~ i )~= l  (14a) 

et 

F"(~, q,) = 0 ; 0'(~, I1~) = 0 ; o9'1 (~, rh) = O. 

(14b) 

Pour l 'application de la m6thode de fir propos6e, il 
faut choisir trois conditions suppl6mentaires A la 
paroi, outre les conditions (12a) ou (12b). Ces con- 
ditions A q = 0 sont : 

F " ( ~ , 0 ) = s  0 ' ( ~ , 0 ) = r  COl (¢, 0) = q. 

(14c) 

Les valeurs optimales de s, r et q (variables dites de 
perturbation) seront celles qui permettront de v6rifier 
le syst~me d'6quations suivant, h q = r/, : 

r ' ( s , r , q )  = 1 

Oe (s, r, q) = Oe 

ogl.(s, r, q) = 1 

F'-'(s, r, q) = 0 

O's(s, r, q) = 0 

to~o(s, r, q) = 0. (15) 

Les erreurs au voisinage de qo associ6es ~ de petites 
variations de r, s e t  q sont d6finies a partir des 6qua- 
tions (15). En utilisant des d6veloppements en s6rie de 
Taylor on 6crit : 

61 = F" + F'~As + F~Ar + F q A q -  1 

6 2 = 0 + OsAs + O, Ar + O q A q  - -  0 e 

6 3 : OJ i +ogLf i s+co lAr+oglA  q -  1 

64 = F" + F~'As + FTAr + FqAq 

65 = O' +O'~As+O~Ar+OqAq 

36 = fO~ -k-og'LAs W~o'LAr +oflqA q. (16) 

En notant  par f une fonction quelconque de ~ et ~/, 
telle que F, F',  F", F ' ,  0, 0', 0", co~, ~Ol ou ~o'~, et z 
une variable de perturbation quelconque, telle que s, 
r ou q, on d6finit, pour l '6quation (16), les notations 
suivantes : 

o f  o f '  f ,  o f"  
f ~ = ~ ;  f ~ = - ~ - z  et =--ffz-z" 

Les valeurs des d6riv6es de F ' ,  F", 0, 0', oh et ~o] par 
rapport  ~t s, r et q ~ ~/= r/, sont donn6ees par les 
solutions num6riques des 9 6quations de perturbation 
qu 'on  obtient en d6rivant chacune des 6quations (7)- 
(9) par rapport  A s, r et q. Les 6quations qui en r6sul- 
tent sont : 

aFz"+ct 'F' j+F~F"+FF"-2BF'F~ =gv(~ ,q , z )  (17) 

1 /O~Cp\ o 1 /aCp\ ;tTr)Oz+ 
+ ~ (c., - c.~)(o~; O' + ~o'~ 0") 

~u2 . . . .  Bu2 p~ F" 
+ 2 ~ F F ~ -  ~=9o(~,t l ,  z) (18) 

CplO ep To p 
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0~ ,, ~ ' / _ g e )  1 

avec 

gv(~,q,z)  = 2¢[F': ?~ + F ' ? : I  ~. / ~ F ' \  

F'~--F"~zk~,~) j (17a) 

--02(~--O'(9_ti~) ] (lSa) 

r .,.,., 
g,,~,(¢,~,=) = 2eLF: ~ + F '  ?: \  ~: l 

--w]_ ~?F ' "? ( ' ? / ~ ]  (19a) 
a7 - ~ '  a=ka~)j 

Les d6riv6es par rapport  "A z des termes des pro- 
pri6t6s thermophysiques des fluides ont ate n6gligaes 
dans les aquations (17) (19). Unejustif ication de cette 
simplification sera donn6e plus loin. 

Les conditions aux limites associ~es fi ces 6quations, 
fi ~/= 0 et pour ~ quelconque, sont : 

~?F c~F' ? F '  ~F" dF" 
~ ? z -  ¢~z - ~q ( r  - 0  Ps = 1 

~0 ~ 0 ' _  ~0' ~0' 
~ z -  ~q #s - 0  # ~ - =  I 

am~ #m~ #m~ 8m, 
~s - ~r  - #z  - 0  #q = I 

off zes t  mis pour s, q ou r .  
Les valeurs de As, Ar et Aq sont d~termin~es fi 

chaque pas par le crit~re de minimisation, fi t / =  % de 
la somme des carr~s des erreurs donn6es par (16). 
Ainsi, As, Ar et Aq sont les solutions du syst6me 
d'dquations suivant : 

2) 
- -  - 0 ;  

#(As) ~(Ar) 
0 et - 0 

a(Aq) 

qui peut etre mis sous la forme matricielle suivante : 

avec 

I A 2 2  A 2 - ~  Ar = 

LA~I A32 A33 Aq 

12 ~ ~ tt~ All  = F, +O'( +w~ + F ' + O ~ 2  +w~ 2 

A 2~ = F ;  2 -}- O] + co~, 4- F~ '2 q- 0; 2 + ¢0] 2, 

(21a) 

A t 2 = F'~F~ + 0~0, + w~3o," + F'(F"+ 0~0; + 04 o 4  
(19) 

A ,., = F',F~+ + O,Oq + w,  w L + F'(F~ + 0~0" u + w] w~, 

.42, = F', F~ + O, O~ + ~o ~ (o ~ + FTFI~ + 0; 0~ + w ] (o ]., 

A21 = m12 ; A~I = A13 ; A~2 = A2~ 

BI = F'F~ +OO,.+wtoh + F'F~'+O'O~ 

B~ = FF'~+OO,+~o~w~ +F"FT+O'O;  

+ w ~ w ]  - F ~ - O ~ O , . - < m  

B~ = F'Fq + OOq + w~ <m + F"FI~ + O'O'q 

+ <,] col .+ - FIt - O~O,i - w i /  

La solution du probl6me g6n6ral s 'obtient donc en 
r6solvant le systdme de 12 6quations constitu6 par les 
3 6quations (7)-(9) auxquelles il faut ajouter les 9 
6quations de perturbation dont les formes g6n6rales 
sont donn6es par (17) (19), avec les conditions aux 
limites (12a ou 12b), (14) et (20). I1 faut noter que, 
pour la r6solution num6rique de ce syst6me fi l 'aide de 
la m6thode d'int~gration d 'Adams-Moul ton ,  ces 12 
6quations du troisi6me et du deuxidme ordre sont 
transform6es en un syst6me de 28 6quations du pre- 
mier ordre non d6velopp6 ici. On note 6galement que, 
pour ~ = 0, la solution de ce syst6me d'6quations est 
obtenue en consid6rant l 'hypoth6se des profils de 
vitesses semblables. 

Lors de la rasolution de ce syt6me, l 'int6gration des 
equations selon r/, fi chaque valeur de ~, est faite d 'une 

(20) part en consid6rant que la d6riv6e par rapport  a r/ 
d 'une propri6t6 thermophysique quelconque g est 
donn6e par : 

<?g Og ~0 ?~g &o~ 
~ - =  To + - -  (22) 
dq ~ ? T ~  &o, &/ 

d'autre part, en estimant les d6riv6es d 'une fonction 
quelconquef(~,  q) par rapport  fi ~ par une formule du 
premier ordre des differences finies en arri~re, pour la 
premiere valeur de ~ suivant ~ = 0, soit : 

(23a) 
(21) ~'~- - 

et par une formule du deuxi6me ordre, pour les valeurs 
suivantes de ~, soit : 

~I  ( 2 ~ - ~ i - ¢ 2 )  .. 

= r ~ _ ¢ 2 ) .  + .ti2. (23b) 

Dans ]es relations (23), ¢ est ]a valeur 'actuelle' de 
]a coordonn~e de Levy Lees, ~, et ~2 sont, respec- 
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tivement, les valeurs au pas prrcrdent  et ~ deux pas 
prrcrdents etf~,f~, etf~ sont les valeurs de la fonction 
f r va lu r e s  aux mSmes abscisses. 

De plus, la discrrtisation des drrivres de f p a r  rap- 
port ~t une variable de perturbation z tient compte des 
relations suivantes : 

~z(~r)=~(~ f) et (o~f)~ =(~--~f)e =0. 

(24) 

Cette dernirre 6quation prrsuppose que la variable de 
perturbation z ~t ~ n 'a  plus influence sur la fonction f 
considrrre aux valeurs prrcrdentes de ¢. 

Pour chaque valeur de ¢ on fait varier qo ~ partir 
d 'une valeur initiale prr&ablie et, pour chaque valeur 
de r/o, les corrections de s, r et q sont rralisres jusqu'h 
ce que As soit infrrieur ~ une valeur pr66tablie E~. 
Notons que, quand la valeur de ~/, ~i la position actuelle 
de ~, est suprrieure ~ la valeur r/o ~ la position de 

prrcrdente, les valeurs d 'une  fonction quelconque 
f(¢, r/) et de ses drrivres sont estim+es par une formule 
d'extrapolation du cinquirme ordre. Enfin, le test de 
convergence pour une valeur de rh donnre  gt ~ donn6 
est effectu6 sur la valeur de E qui reprrsente la somme 
des carrrs des diffrrences entre chaque quantit6 cal- 
culre et sa valeur asymptotique ~t r h : 

E < E, (25) 

off E~ est une valeur pr66tablie et E est drfini par : 

E = [1 - F ' ( r h ,  ¢)1 z + [0~-O(rh, ~)]2 

+ [1 -o, (~h, ~)l z + [F"(q,, ~)]2 

+ [0'(rh, #)12 + [O/l (r/o, ~)12 (25a) 

Et, si les proprirtrs  thermophysiques des fluides vari- 
ent, un dernier test est fait sur la drrivre seconde de 
F(~, ~/) ~t la paroi, soit : 

~ < EF (25b) 

off EF et une valeur pr66tablie et set s~ sont les valeurs 
de O2F(~, 0)/0r/z h la convergence actue]le et ~ la con- 
vergence pr6c6dente, respectivement. La convergence, 
dans ce cas, correspond ~t la verification, ~t la lois, des 
relations As < E~ et E < E¢. 

4. APPLICATION ET VALIDATION DE LA 
ME'rHODE 

4.1. Prksentation des cas ~tudiOs 
Afin de valider la mrthode de rrsolution proposre, 

celle-ci a 6t6 appliqure ~ quatre cas d 'rcoulements 
laminaires dont  les solutions sont disponibles dans la 
littrrature. Les drfinitions des types d 'rcoulements et 
les valeurs des principaux paramrtres gromrtriques, 
thermophysiques et de calcul concernant  chacun de 

ces cas sont prrsentres dans les tableaux 1 (a et b). 
L'air  est, dans tous les cas, le fluide en 6coulement 
parirtal. Les proprirtrs  thermophysiques des fluides 
sont considrrres variables dans les cas 1 et 4. Pour ces 
deux cas, les valeurs des paramrtres prrsentrs dans le 
tableau 1 a sont les rrsultats de la conversion au systrme 
international des donnres prrsentres, dans le systrme 
anglais d 'unitrs,  par Marvin et Sheaffer [10]. 

4.2. Expressions utilisOes pour le calcul de quelques 
paramOtres importants 

Avant  de prrsenter les r~sultats il convient de drfinir 
et de donner  les expressions qui permettent de calculer 
certaines grandeurs utilisres dans les comparaisons 
qui fournissent des informations locales intrressantes. 
I1 s'agit du coefficient de frottement local, du flux de 
chaleur local h la paroi et de l 'rpaisseur de drplace- 
ment. 
• Coefficient de frottement ~ la paroi : 

au 
lap~ 

Cf p 
2 p~u~ 

Pour les besoins du calcul on prrsente les 
expressions de Cd2 obtenues avec les transformations 
de variables de Levy-Lees et avec celles de Fa lkner -  
Skan. 

- -  Transformation de Levy-Lees 

C f _  lap (Ou Orl~ = pp#pr ~ 0ZF(~,0) (26) 

-2 p.u~\Oq Oy]v P . x / ~  Orl= 

- -  Transformation de Fa lkner-Skan 

G / ~ -  a2FFs(x, 0) 
(26a) 

2 0t/2vs 

L ' rquat ion  de Fa lkner-Skan ainsi que les drfinitions 
de la fonction de courant  FFS et de la variable t/FS sont 
prrsentres par [4-6, 9, 22]. On a, dans ce cas, ~ = x. 

Le coefficient de frottement dans l ' rcoulement la- 
minaire sur une plaque plane (rcoulement de Blasius) 
est donn6 par : 

0,664 p~u~x 
C f 0 -  avec R e ~ -  (27) 

• Flux de chaleur ~ la paroi selon la direction y : 

qp = -- p 
p 

- -  Transformation de Levy-Lees 

- , I  {OTO.) ~;~Uo,~To oo(¢,0) 
qP = P\Or/ ~yp x/~ Or/ 

(28) 

Le flux de chaleur adimensionel est drfini par le rap- 
port  qp/qpL, Off qpL est le flux de chaleur par i r ta l / t  la 
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Tableau 1. (a) Caract6risation de l '6coulement et definition des param6tres thermophysiques dans les diff6rents cas 6tudi6s 

F0 (ad.) 
ou 

type (pv)p 
cas d'6coulement dP/dx injection (kg/m-"s) 

L T~ Tp P u~(x) u~ 
(m) (K) (K) (kPa) ( m s  -I) ( m s  ~) 

1 sur plaque = 0  h4lium 0,2455 0,0 217 653 101,3 1182 1182 
plane 

2 autour  d 'une ¢ 0  non 0,0 300 300 101,3 1,5 sin(x/R) 1 
sph4re 
R =  5 c m  

3 de Howarth 4:0 non 0.0 300 300 101,3 1 -(x/L)  1 

4 sur un c6ne = 0  h~lium a - 0 , 0  (L09525 80 319 1,25 1228 1228 
demi-angle b - 0,0166 
= 5  c 0,0332 

d -  0,0604 

(b) Param6tres de calcul utilises dans les diff6rents cas 6tudi6s 

valeurs initiales E, EL, 

cas r s q ~1~ A~l~. At/ E~. min. max. min. max. 

1 0,3 0,3 0,3 0,25 0,25 0,025 10 4 10 ,5 10 ~5 10 ~s 10 ,5 
2 0,3 0,25 0,10 0,01 10 ~ 10 '" 10 ~5 10 4 
3 0,3 0,25 0,10 0,01 10 j~ 10 "' 10 L5 10 4 
4 0,3 0,3 0,3 0,25 0,25 0,025 10 4 10 ,5 10 "~ 10 ~' 10 6 

pos i t i on  x = L, c 'est-f i -dire  j u s t e  a v a n t  le d6bu t  de  

l ' e f fus ion.  

• E p a i s s e u r  de  d 6 p l a c e m e n t  : 

6d = f /  ( 1 - - P U  ~dvp~u~/ " (29) 

T r a n s f o r m a t i o n  de L e v y - L e e s  : 

II  

ofly~ et la va l eu r  d e y  fi q = qe, p o u r  une  va l eu r  d o n n 6 e  

de ~. 

4.3. R6sultats et discussion 
4.3.1. Premier cas: Ocoulement laminaire incom- 

pressible et non-isotherme de l'air sur une paroi plane 
poreuse avec injection d'h6lium gt travers la paroi et avec 
profils des vitesses semblables le long de la paroi. Les 

profi ls  s e m b l a b l e s  de  vi tesses ,  de  t e m p 6 r a t u r e  et de  

c o n c e n t r a t i o n  en  h61ium, o b t e n u s  en r6so lvan t  les 

6 q u a t i o n s  (7) (9) et (17) (19) avec  ~ = 0, son t  c o m -  

par6s  su r  la Fig.  2 avec  u n  6chan t i l l onage  de ceux  

o b t e n u s  pa r  M a r v i n  et Sheaffer  [10] en u t i l i san t  un  

s c h 6 m a  impl ic i te  a u x  dif f6rences  finies. O n  c o n s t a t e  

un  acco rd  pa r fa i t  en t r e  les deux  m 6 t h o d e s .  

4.3.2. Deuxikme cas : 6coulement laminaire incom- 
pressible et isotherme sur une sphere impermOable de 
rayon R. Sur  la Fig. 3 on  p r6sen te  u n e  c o m p a r a i s o n  

en t r e  les va l eu r s  de 

8~-Gs(X, O) 
1~ F S  - -  

?q~s 

calcul6es  avec  la m 6 t h o d e  p ropos6e  et celles d o n n 6 e s  

pa r  Smi th  et C l u t t e r  [9] en  f o n c t i o n  de  la c o o r d o n n e e  

x/R en  degr6s .  L ' e r r e u r  m a x i m a l e  est  1,1%. P o u r  la 

pos i t i on  d u  p o i n t  de d6co l l emen t  de la c o u c h e  l imite 

ces a u t e u r s  on t  t rouv6,  pa r  e x t r a p o l a t i o n ,  la va l eu r  

x/R = 105,7 ~ t and i s  que  la va l eu r  t rouv6e  p a r  no t r e  

m 6 t h o d e  est 104,7 ' .  

U n e  f o r m u l e  a u x  diff6rences finies en  arr i6re du  

t ro i s i6me o rd re  a 6t6 util is6e p o u r  la d i sc r6 t i sa t ion  des  

d6riv6es pa r  r a p p o r t  f i x  p o u r  a t t e ind re  la pos i t i on  

x = 0 ,09135 m ( 1 0 4 , 7 ) ,  ca r  avec  la f o r m u l e  d u  deu-  

x ieme o rd re  d o n n 6 e  pa r  l ' 6qua t i on  (23b) o n  n ' a  pa s  

r6ussi  fi d6pas se r  x = 0 ,0912 m.  

P o u r  ces ca lculs ,  les va l eu r s  s u i v a n t e s  des  pa s  de x 

o n t  6t6 r e t enues  : 0 ,004 m p o u r  0 < x ~< 0,044 m ; 0,002 

m p o u r  0,044 < x ~< 0,088 m ;  0 ,0004 m p o u r  

0,088 < x ~< 0,0912 m e t  0,00005 m p o u r  0,0912 < 

x ~< 0,09135 m.  

4.3.3. TroisiOme cas : 6coulement laminaire incom- 
pressihh, et isotherme avec gradient inverse de pression 
(6coulement ralenti de Howarth). Le r a p p o r t  en t re  le 

coefficient  de  f r o t t e m e n t  Cr d o n n 6  p a r  l ' 6 q u a t i o n  (26a) 

et celui d ' u n  6 c o u l e m e n t  de  Blas ius ,  C~0, es t  p r6sent6  

sur  la Fig. 4 en  f o n c t i o n  de  la c o o r d o n n 6 e  a d i m e n -  

s ionnel le  xt, = x/L, L 6 tan t  la va l eu r  m a x i m a l e  fix6e 

p o u r  x, soi t  8 m.  E n  c o m p a r a n t  ces r6sul ta t s ,  fi ceux  

o b t e n u s  avec  la s6rie de  H o w a r t h - v a n  D ike  [6] d o n n 6 e  

p a r  
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Premier cas : profils semblables de vitesse, de temp6rature et de concentration en h61ium en fonction 
de r/(coordonne6 de Levy-Lees). 
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Fig, 3. Deuxi~me cas : F~s ~ la surface de la sphere en fonction de la coordonn6e curviligne adimensionnelle x/R. 

c~ 
- -  = 1 -- 6,14677XL -- 3,33693X 2 
Cfo 

-- 21,5712x 3 -- 114,67x, 4 -- 667,43x~ -- 4152,6X6L 

-- 27075X 7 -- 182660X~ 

on consta te  que l 'erreur  maximale  et de 2,1% pour  
0 < XL ~< 0,1. A par t i r  de x L = 0,1 les erreurs aug- 
men ten t  et les valeurs obtenues  ~i l 'aide de notre  
m6thode  tenden t  vers z6ro lorsque XL tend vers 0,12. 
Cette valeur,  qui cor respond  ~ la posi t ion du  po in t  de 
d6collement de la couche limite, et 6gale ~ celle ob- 
tenue avec une m6thode  pr6cise de diff6rences finies 
[6]. Smi th  et Clut ter  [9] on t  aussi r6solu ce probl6me 
en uti l isant  une  m6thode  de tir  d6riv6e de la m6thode  
de Har t r ee -Womers l ey  pour  les 6coulements incom- 

pressibles et isothermes.  Ils on t  trouv6, par  extra- 
polat ion,  la valeur x = 0,960 m, soit 6galement 
XL = 0,12 pour  la posi t ion du  poin t  de d6collement de 
la couche limite. 

Une  formule  aux diff6rences finies en arri~re du  
troisi6me ordre a 6t6 utilis6e pour  la discr6tisation des 
d6riv6es par  r a p p o r t / t  x pour  a t te indre  la posi t ion 
x = 0,957 m (XL = 0,1196), car avec la formule du 
deuxi6me ordre donn6e pa r  l '6quat ion  (23b) on  n ' a  
pas r~ussi/l  d6passer x = 0,952 m (XL = 0,1190). 

Pour  ces calculs, les valeurs suivantes des pas de x 
onte 6t6 retenues : 0,04 m pour  0 < x ~< 0,84 m ; 0,01 
m pour  0,84 < x ~< 0,94 m ;  0,004 m pou r  0,94 < 
x ~< 0,952 m e t  0,001 m pour  0,952 < x ~< 0,957 m. 

4.3.4. Quatribme cas : 6coulement laminaire non-iso- 
therme de l'air sur la surface d'un c&ne, sans gradient de 
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Fig. 4. Troisi6me cas : Cr,'C~ en fonction de la coordonnee adimensionnelle x'L, 

pression, avec injection d'hklium et avec des proprikt~;s 
thermophysiques des fluides variables. Les r6sultats 
obtenus correspondent aux solutions des 6quations 
(7) (9) et (17) (19) en consid6rant des profils de 
vitesses semblables (F0 = cte) pour 0 < x~< L = 
0,09525 m e t  des profils non semblables pour x > L. 
A partir de ces r6sultats, les flux de chaleur pari6taux 
selon r/ ont 6t6 calcul6s fi chaque position de x. Les 
courbes des flux de chaleur adimensionnels pr6sent6s 
sur la Fig. 5(a) s 'accordent tr6s bien avec celles ob- 
tenus par Marvin et Sheaffer [10] qui utilisent une 
m6thode de diff6rences finies. Sur cette figure, les 
courbes 1, 2, et 3 diff6rent par les d6bits massiques 
d'injection de l'h61ium. On pr6sente sur les Fig. 5 (b 
et c), respectivement, l '6volution des coefficients de 
frottement et des 6paisseurs de d6placement calcul6s 
de long de la surface du c6ne, pour quatre d6bits 
massiques d'injection d'h61ium. Ces r6sultats n 'ont  pas 
pu &re valid6s car la litt6rature consult6e ne dispose 
pas de r6sultats comparables. 

Le sch6ma de deuxi6me ordre des diff6rences finies 
en arri6re, donn6 par l '6quation (23b), a 6t6 utilis6 
pour la discr6tisation des d6riv6es par rapport  fi ~. 

Pour ces calculs on a utilis6e la valeur, 0,09525 m 
pour le premier pas de x, 0,005 m pour le deuxi6me, 
puis deux fois la valeur du pas pr6c6dant pour 
0,01025 < x ~< 0,94 m. 

5. CONCLUSION8 

Les r6sultats obtenus pour les quatre cas pr6sent6s 
et les essais poursuivis dans le d6veloppement de la 
m6thode permettent de donner les conclusions sui- 
vantes : 

(1) la precision de la m6thode d~velopp6e est 6qui- 

valente fi celle de la m6thode classique des diff6rences 
finies, 

(2) les temps de calcul n6cessaires fi la r6solution 
des cas pr6sent6s sont compatibles avec la complexit6 
du probl6me concern6 et avec la pr6cision des r6sultats 
obtenus. Ces temps, qui correspondent fi l 'user time 
d'une machine RISC syst6me/600 Mod61e 340-IBM 
AIX Version 3.2.5, sont pr6sent6s sur le tableau 2 ; 

(3) la technique employ6e dans la recherche des 
variables de perturbation, soit les conditions aux lim- 
ites inconnues fi la paroi, rend cette m6thode de tir 
efficace pour la r6solution des couches limites la- 
minaires y compris pour la d6termination du point 
de d6collement, en pr6sence ou non de gradients de 
pression postitifs ou n6gatifs ; 

(4) les valeurs initiales choisies pour s, r et o)~ n'in- 
fluent pas sur l'efficacit6 de la m6thode, lorsqu'elles 
sont comprises entre 0 et 1. Des valeurs hors de ce 
domaine n 'ont  pas 6t6 test6es ; 

(5) la valeur du pas de r/ influe beaucoup sur les 
r6sultats des calculs tandis que la valeur du pas de q~ 
et la valeur de qe influent plut6t sur la convergence de 
la m6thode. L'erreur associ6e fi la valeur choisie pour 
le pas Aq de q darts la m6thode d'int6gration d 'Adams 
Moul ton (21) est donn6e par 

2 5 i  ~ ~5.,,. 
720  A t /  ~@" 

Cette expression montre que l'~tablissement des val- 
eurs optimales de Aq A partir d 'une analyse math6- 
matique des erreurs associ6es aux 6quations (17)-(19), 
pour chaque type de probl6me concern6, est une tfiche 
difficile qui n 'a  pas 6t6 entreprise. Cependant,  les essais 
poursuivis pendant le d6veloppement de la m6thode 
permettent de sugg6rer (voir tableau lb) des valeurs 
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Fig. 5. (a) Quatri6me cas : flux de chaleur adimensionnel en fonction de la coordonn6e curviligne x/L, pour 
trois d6bits massiques d'injection d'h61ium. (b) Quatri6me cas : coefficient de frottement en fonction de la 
coordonn6e curviligne x/L, pour quatre d6bits massiques d'injection d'h61ium. (c) Quatri6me cas : 6paisseur 
de d6placement en fonction de la coordonn6e curviligne x/L, pour quatre d6bits massiques d'injection 

d'h61ium. 
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Tableau 2. Temps de calcul n6cessaires a la resolution des 
cas 6tudi6s 

Cas Temps de calcul 

1 80  s 
2 20 s 
3 120 s 

4(a) 80 s 
4(b) 17 rain 
4(c) 25 min 
4(d) 35 min 

m6thode de Nach tshe im et Swigert ~ la r6solution 
des 6quat ions du  type couche limite laminaire non-  
isotherme et avec profils de vitesses non-semblables  
est fiable. L ' inconv6nient  majeur  de cette m6thode 
num6rique qui est le besoin d 'une  t rans format ion  de 
variables quelquefois complexe, est compens6 par  sa 
capacit6 ~ donner  une grande pr6cision de calcul de 
grandeurs  locales impor tantes  telles que la con- 
cent ra t ion  du m61ange gazeux, le gradient  de vitesse 
et le gradient  de temp6rature  ;i la surface de la paroi.  

pour  ces param6tres  en fonct ion du type de probl6me 
concern6 et de la pr6cision des r6sultats obtenus  ; 

(6) les formules aux diff6rences finies utilis~es dans  
la discr6tisation des d6riv6es par  rappor t  ~ x ou 
permettent~ dans les cas d '6coulements  sans gradient  
inverse de pression, d ' augmen te r  les valeurs des pas 
de x et ~ au fur et ~ mesure que le calcul avance dans  
cette direction. Dans  les cas contraires,  les pas de x et 

doivent  6tre convenab lement  r6duits au fur et 
mesure qu 'on  s 'approche  du point  de d6collement de 
la couche limite. L 'erreur  associ6e ~ la valeur la plus 
impor tan te  du pas A~ de ~ dans  l '6quat ion (23b) est 
[9] 

AC ~',t 
3 ~ 3 '  

J d t a n t  une fonction quelconque telle que F, F' ,  0 et 
~Ol. Cependant ,  les termes du membre  de droite des 
6quat ions (17) (19) indiquent  que le param6tre  fi con- 
siddrer dans  une analyse d 'er reurs  est ~/A~ et non  A~. 
A c e  sujet, Smith et Clut ter  [9] pr6sentent  une analyse 
succincte de l ' influence du param6tre  ~/A~ sur la sen- 
sibilit6 des rdsultats de l '6quat ion (7) avec propri6t6s 
thermophysiques  constantes.  

(7) aucun effort n ' a  6t6 fait pour  optimiser  la valeur 
initiale de ~/~ ainsi que les valeurs des pas de q, q~ et de 
x o u ~ ;  

(8) l 'ut i l isat ion des formules aux diff6rences finies 
du deuxi6me ordre, pour  la discr6tisation des d6riv6es 
par  rappor t  & x ou ~, condui t  ~i des r6sultats corrects 
dans  les cas des 6coulements sans gradient  inverse 
de pression. Dans  les cas contraires,  une formule du 
troisi6me ordre est n6cessaire, n o t a m m e n t  pour  la 
d6terminat ion du point  de d6collement : 

(9) une 6rude compl6mentai re  a montr6  que la prise 
en compte,  dans  les 6quations de per turbat ion,  des 
d6riv6es des termes de propri6t6s thermophysiques  par  
rappor t  aux variables de per tu rba t ion  n 'a  pas d ' in-  
fluence sur l'efficacit~ de la m6thode et sur la pr6cision 
des r6sultats ; 

(10) la m6thode d6velopp6e peut  ~tre ais6ment 
modifi6e pour  calculer les couches limites d 'au t res  
~coulements externes, comme,  par  exemple, les 6cou- 
lements sur une paroi  ad iabat ique  et sur une paroi  
temp6rature  variable. 

On peut  conclure, finalement,  que l 'extension de la 
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NACHTSHEIM AND SWIGERT METHOD EXTENDED TO THE STUDY OF THE TWO- 
DIMENSIONAL PLANE OR AXISYMMETRIC, NONISOTHERMAL, LAMINAR 

BOUNDARY-LAYER WITH BLOWING 

Abstract--Nachtsheim and Swigert have developed a very efficient shooting method to solve the laminar 
boundary-layer equations of isothermal flows with similar velocty profiles. In this work, we present an 
extension of this method for the solving of nonsimilar boundary-layer equations of two-dimensional or 
axisymmetric external flow, with or without gas blowing and with or without pressure gradient. Variations 
of the two different fluid properties in a nonisothermal flow are taken into account. The efficiency of the 
proposed method is verified for four examples of laminar flows. A sample of the results for velocity, 
temperature and gas concentration profiles, friction coefficient and heat transfer on the wall surface, is 

compared with the results available in literature. 


