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Abstract—Nachtsheim et Swigert ont développé une méthode de tir trés efficace pour la résolution des
équations de la couche limite laminaire des écoulements isothermes avec profils de vitesses semblables.
Nous présentons, dans ce travail, une extension de cette méthode pour la résolution des équations de la
couche limite des écoulements laminaires externes, bidimensionnels ou axisymétriques, avec ou sans
effusion, dans les cas de profils de vitesses non semblables, en présence ou non de gradient de pression. On
tient compte des propriétés variables des deux fluides de nature différente en écoulement non isotherme.
L’efficacité de la méthode généralisée est vérifiée sur quatre cas d’écoulements laminaires. Un éch-
antillonnage des résultats obtenus: profils de vitesse, de température et de concentration, coefficients de
frottement, flux de chaleur 4 la surface de la paroi, est comparé avec les résultats de la littérature. Copyright
© 1996 Elsevier Science Ltd.

1. INTRODUCTION

Les équations de la couche limite des écoulements
laminaires externes incompressibles ou compressibles,
en présence ou non de gradients de pression et de
température et avec ou sans effusion a travers la paroi,
peuvent étre résolues par plusieurs méthodes
numeériques. On peut citer, par exemple, la méthodes
itérative d’intégration de Picard [1, 2], les méthodes
intégrales de Von Karman-Pohlhausen et de Thwaites
[3-6], les méthodes classiques de tir ou de I’essai et de
Perreur [4-9], les schémas implicites et explicites des
différences finies [3, 5, 6, 10-12] et ceux des éléments
finis [11, 13-15], la méthode des volumes finis {11,
16], la méthode du probléme inverse [S, 17], etc. Les
équations de la couche limite ont des conditions aux
limites de type classique a la paroi et de type asympto-
tique a la fronti¢ére de la couche limite. De ce fait, la
résolution numérique de ces équations présente tou-
jours des problémes de convergence, notamment dans
les méthodes du type de l'essai et de l’erreur. Par
contre, dans la méthode de tir proposée par Nacht-
sheim et Swigert [18], la recherche de la solution
numérique est faite de telle fagon que la caractéristique
asymptotique de la solution est toujours assurée et les
risques de divergence sont réduits. Ces auteurs ont
prouvé I'efficacité de leur méthode en résolvant, d’une
part I’équation de Falkner-Skan, d’autre part les équa-
tions concernant un probléme de convection dans un
écoulement laminaire incompressible, sans effusion,
avec des profils de vitesse semblables. Cette méthode

a été utilisé par Ferreira [19] dans les calculs des trans-
ferts de masse et de chaleur par convection naturelle
dans un écoulement laminaire incompressible sur une
paroi poreuse plane verticale. Sparrow et al. [20] ont
aussi utilisé la méthode de Nachtsheim et Swigert pour
la résolution de problémes concernant les écoulements
laminaires bidimensionnels avec propriétés thermo-
physiques constantes.

Dans ce travail on généralise la méthode de Nacht-
sheim et Swigert pour la résolution des équations de
la couche limite des écoulements laminaires, bidi-
mensionnels ou axisymétriques, externes a des corps
solides, dans les cas de profils de vitesses semblables
ou non, avec ou sans effusion, en présence ou non de
gradient de pression, et en tenant compte des pro-
priétés variables des deux fluides de nature différente
en écoulement non isotherme. L’efficacité de la
méthode, qui permet notamment de déterminer avec
précision les flux thermiques et les coeflicients de frot-
tement a la paroi, est vérifiéee sur quatre cas d’
écoulements laminaires externes.

2. PRESENTATION DU PROBLEME GENERAL ET
DES EQUATIONS ASSOCIEES

Soit I’écoulement laminaire, en régime stationnaire,
d’un gaz le long de 1a surface d’un corps solide immo-
bile avec ou sans injection d'un autre gaz a travers la
surface (Fig. 1) et respectant les conditions suivantes :

e I’écoulement est axisymétrique ou bidimension-
nel plan;
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NOMENCLATURE
B paramétre du gradient de pression X abscisse le long de la paroi
Cy coefficient de frottement X fraction molaire
cp capacité thermique massique a v ordonnée perpendiculaire a la paroi
pression constante z variable de perturbation générique.
¢ capacité thermique massique a volume
constante Symboles grecs
D diffusivité moléculaire x paramétre de Chapman—-Rubesin
E erreur donnée par I’équation (25a) 0 erreur ; épaisseur de la couche limite
E, valeur minimale préétablie pour £ hydrodynamique
E: valeur minimale préétablie pour 04 épaisseur de déplacement
I’erreur relative entre les valeurs de s a la ;' rapport entre les capacités thermiques
convergence actuelle et & la massiques isobarique et isochorique
convergence précédente 4 conductivité thermique
E, valeur minimale préétablie pour la n ordonnée de Levy—Lees
valeur du pas de s M viscosité moléculaire dynamique
F fonction de courant adimensionnelle v viscosité moléculaire cinématique
FO  paramétre d’injection 0 température adimensionnelle
g accélération de la pesanteur P masse volumique
L abscisse de début d’effusion; valeur ) fraction massique
maximale de x & abscisse de Levy-Lees
m masse v fonction de courant.
M masse molaire
Nu  nombre de Nusselt Indices inférieurs
P pression statique absolue 1 fluide principal (ou pariétal)
Pr nombre de Prandtl 2 fluide injecté (ou effusé)
K} variable de perturbation e évalué dans I’écoulement potentiel ou
q variable de perturbation ; flux de a la frontiére de la couche limite
chaleur FS  relatif 4 la transformation de Falkner-
r variable de perturbation ; rayon de Skan
courbure transversale i composant i dans le mélange gazeux
R constante universelle des gaz parfaits ; p évalué a la paroi
rayon de la sphére o évalué au point d’arrét (stagnation)
Re nombre de Reynolds 4 évalué 4 la position ¢
Sc nombre de Schmidt % évalué dans I’écoulement libre.
T température absolue
u vitesse paralléle a la paroi Indice supérieur
v vitesse orthogonale a la paroi ’ dérivée par rapport a 5.
e les propriétés thermophysiques du mélange donnés par la solution des profils des vitesses

gazeux varient notamment avec la température
et la concentration des gaz 1 et 2;

la température du gaz 2 sortant de la paroi est
constante et égale a la température T, de la paroi;
la température du mélange gazeux a la frontiére
de la couche limite est constante et égale a la
température 7, du gaz 1 dans P'écoulement
potentiel ;

la vitesse du mélange gazeux a la frontiére de la
couche limite est égale 4 la vitesse u, du gaz 1
dans I’écoulement potentiel ;

I'injection du gaz 2 commence immédiatement
apreés le point x = L et, en ce point, les profils de
vitesse, température et concentration, dans
I’écoulement pariétal, sont non uniformes et

semblables des équations de la couche limite;

le gaz 1, le gaz 2 et leur mélange sont des gaz
parfaits neutres et transparents a la radiation
thermique ;

I’épaisseur de la couche est trés petite devant le
rayon de courbure transversal r de la paroi;

le flux massique net du gaz 1 est toujours nul a la
surface du corps.

En ajoutant les hypothéses classiques de la couche
limite, les équations de bilan s’écrivent :
Conservation de la masse totale

1 a(pur)
M O0x

dpv

5= ° (1)

Variation de la quantité de mouvement selon x
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y’ Tl
du,

Ecoulement libre Ecoulement potentiel
T, u | T=Ty u, = u (%)
Gaz 1 Paroi perméable & temp. T "e

x=L -

% &
Paroi imperméable . Injectiondugaz2 |f :

Fig. 1. Schéma général pour ’écoulement axisymétrique avec effusion.

ou, o P af (aN
PUox pv@y T oox oy # dy
ol le gradient de pression ¢ P/0x, égal a celui qui existe
dans ’écoulement potentiel, est donné par

opP du,

- Pty (2a)

Conservation de I’énergie

oT O\ P, 8 (T
P\ o TP )T ax T\ "%y

P cp2—cp1 6y ay +ﬂ ay . ()

Conservation de I’espéce chimique 1 du mélange fluide

la(Plu'ﬂ) aplv__i 0w,
o Ox dy oy rD ay ) @

Les conditions aux limites associées 4 ces équations
sont:
ala paroi, soita y =0

u=0; v=uov,(x), T=T,

et, d’aprés un bilan de masse sur le composant 1,

<0w,> 0,01,

ay J, D,

a une position suffisamment éloignée de la paroi, soit
ay—w

U—u(x), T-T7T, et w -1

Dans toutes les équations précédentes, x est la coor-
donnée curviligne comptée a partir du bord d’attaque
le long de la paroi, y la coordonnée orthogonale a la
paroi, u la vitesse selon la direction x, v la vitesse
selon la direction y, p 1a masse volumique du mélange
gazeux, u la viscosité moléculaire, 1 la conductivité
thermique, D le coefficient de diffusion moléculaire, c,
la capacité thermique massique & pression constante,
w, le rapport entre la masse volumique du gaz 1 dans
le mélange et celle du mélange, P la pression absolue
et T'la température absolue du mélange. Les indices p
et e signifient que les valeurs sont évaluées a la paroi

et a la frontiére de la couche limite respectivement.
L’exposant n caractérise le type de ’écoulement, soit
1 pour les écoulements axisymétriques et 0 pour les
écoulements bidimensionnels plans. La vitesse v, du
gaz 2 4 la paroi et la vitesse u, du gaz 1 dans
I’écoulement potentiel sont des fonctions connues de x.

2.1. Transformation de variables de Levy—Lees

Les couches limites laminaires axisymétriques, non-
isothermes et en présence de gradients de pression,
sont souvent analysées a I'aide du changement de vari-
ables de Levy-Lees, qui inclut la transformation de
Mangler [3, 5, 6]. On pose, alors:

ur" Y x
J pdy; 6=J PeticUr?" dx;
0

’7=\/EEO

¥ = J28F(¢m (5
i et F étant des fonctions de courant telles que
5} )
Pl —por”; = pur” (6)
et
T u
F= L u—edn. (6a)

En procédant au changement de variables, les équa-
tions de la couche limite deviennent :
eVariation de la quantité de mouvement

a " 1 pe 72 Y. /aF/ /la
5 @+ FF +B<p _F >_25<F e F)

O]
e Conservation de I’énergie
1 0 , ,
a —a—n(acpe /Pr)+ FO

2
a _ r aue "2
+ C Sc(cpl )16+ c, T, F

P P
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Bulp. 00 6F>
— Fr=28F_—-—-6—-] @
c, Top é( o¢ o¢ ®)

e Conservation de I’espece chimique 1

© aw 156y + For, = 26 P2 o PEY (9
an(‘xwl/ o)+ Fo, = 6( o¢ — ) 62‘)' 9)

On note que, a la suite de cette transformation de
variables, ’équation de la conservation de la masse
totale n’apparait plus. En fait, elle est toujours sa-
tisfaite par les relations (6).

Dans les équations (7)—(9) :

E du,

BZue&

F=—= o =— ¢t

(10)

2

Ue
= T, =T, .
T, ° ot 2¢

(1
pe
B est le paramétre du gradient de pression dans
’écoulement, T, la température de stagnation ou du
point d’arrét, Pr = uc,/A le nombre de Prandtl et
Sc¢ = p/pD le nombre de Schmidt du mélange gazeux.
Pour plus de commodité on note les diverses déri-
vations par rapport a n avec les indices supérieurs *, ”
ou".

Les conditions aux limites associées aux équations
(7)—(9) sont:
e 4 la paroi,soitan =0

— dans les cas des profils de vitesses semblables
dans I’écoulement

d
F, = FO = constante et(—lr) =0
anj,

0=0,

6& _ F0Sc,m,,
<5'1> — (12a)

X

P P

— et dans les cas des profils de vitesses non sem-
blables

1 [ 0
F,=— \/—iJ; P(pr),dx et (—air;‘)p =

9=0,
(%) _ ﬁgwlp(pu)pscp (12b)
on /. ruc(p1)p

e 3 une position suffisamment éloignée de la paroi,
soita g =1n,— oo

<g—::)e—>l; @) —0.; (w) -1 (1)

En pratique, la valeur de #, sera déterminée de telle
sorte qu’elle soit supérieure a I’épaisseur de chacune
des couches limites dynamique, thermique et de con-
centration.
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2.2. Propriétés thermophysiques des fluides

Les propriétés thermophysiques d’un meélange
gazeux a deux composants peuvent étre estimées a
l'aide des relations suivantes [6, 7, 10]:

e Masse volumique

B PM M,
P = RTIM, 4w, (M, —M))]

(13a)

R étant la constante universelle des gaz parfaits et M
la masse molaire du gaz considéré. On pose encore

p=p +p (13b)
e Viscosité moléculaire
_ i Uy
U= X, + X (13c)
1+a,, YI 1+ay, Yz
avec
.ux' = Z AL/TI (13d)

j=0

1:2 14772 1.2
W\ (M, Hais M,
c=[1+ (=) (57 21+,
@ [+<m> (M) }/[ ('+Mz

(13e)

ay, est calculé par (13e) en y changeant I'indice 1 par
I'indice 2 et vice-versa. X, et X, sont les fractions
molaires des composants | et 2, respectivement, dans
le mélange gazeux.

e Capacité thermique massique a pression constante

Co = Cpa+ 0 {Cpy —Cpa) (13f)

avec

Coi = i B,,T.

j=0

(13g)

e Capacité thermique massique a volume constant

R
Coi = Cp— ﬁl (13h)
e Conductivité thermique
z:———ﬁ—i?+4\—ﬁ—~~ (131)
1+—L065a12357 1+—L065a2]}i
avec
A= 399:—5)cutt;. (13j)

o Diffusivité moléculaire donnée par la théorie ciné-
tique des gaz

D,=D,,=D=

1858><1077~1,s<1‘41“‘“12>°‘5<101»3

MM, mmz). (13k)

Dans I’équation (13k)
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— Q est P'intégrale de collision donnée par

T —0,145 T —-2,0
Q= + +0,5 131
<Tel2> <T512 ) ( )

— T, est la température effective de collision définie
par

TelZ =(T51Ts2)0,5 (1311'1)

— 0, est le diamétre effectif de collision défini par

61, = 0,5(0; +0,) (13n)

- T,, T,, et 0, 6, sont les températures et les diamé-
tres de collision des gaz 1 et 2, respectivement.

3. METHODE DE TIR DE NACHTSHEIM ET
SWIGERT

Nachtsheim et Swigert [1] ont résolu I'équation de
Falkner-Skan (équation (7) simplifiée pour les écou-
lements isothermes avec profils de vitesse semblables)
en utilisant une méthode de tir qui s’appuie sur les
quatre idées directrices suivantes:

1°— Les solutions des équations de la couche limite
sont asymptotiques. Cela veut dire que toutes les dé-
rivées d’ordre égal ou supérieur 2 F”, 8’ et w} sont
nulles a la frontiére 5, de la couche limite.

2°— Les conditions aux limites a », sont remplacées
par des conditions supplémentaires a la paroi. Ces
conditions, inconnues a priori, interviennent comme
des variables de perturbation qu’il convient de faire
évoluer jusqu’a ce que les conditions réelles a n, soient
vérifiées.

3°— L’intégration des équations différentielles
transformées de la couche limite est faite numérique-
ment selon la méthode d’Adams—Moulton du qua-
triéme ordre [21].

4°—La recherche des valeurs optimales des vari-
ables de perturbation est faite en cherchant & mini-
miser, 4 chaque pas, les erreurs entre les valeurs et les
conditions établies a 7., non seulement sur la grandeur
étudiée mais également sur sa dérivée, de maniére a
assurer la caractéristique asymptotique de la solution.

3.1. Extension de la méthode au probléme général posé

On a étendu la démarche développée par Nacht-
sheim et Swigert 4 la résolution du systéme d’équa-
tions (7)—(9). Dans ce cas, la fonction de courant F
est dépendante de & et il y a trois conditions a = 7,
déja établies en (12c). Lors de la résolution numérique
ces conditions seront a remplacer par:

<6—F> =1; B).=0; (w).=1 (l4a)
on/,

et

F'¢n)=0; 6'¢n)=0; oi(n)=0.

(14b)
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Pour 'application de la méthode de tir proposée, il
faut choisir trois conditions supplémentaires a la
paroi, outre les conditions (12a) ou (12b). Ces con-
ditions a = 0 sont:

F'g,0=s 0¢0=r 00 =g

(14¢)

Les valeurs optimales de s, r et g (variables dites de
perturbation) seront celles qui permettront de vérifier
le systéme d’équations suivant, a n = 7, :

Fis,r,q) =1
Be(s,r,q) = 0.
colc(s, r,q) =1
Fi(s,r,q) =0
0c(s,r,9) =0
wi(s,r,q) = 0. (15)

Les erreurs au voisinage de 7, associées a de petites
variations de r, s et g sont définies a partir des équa-
tions (15). En utilisant des développements en série de
Taylor on écrit :

6 = F +FAs+F/Ar+F,Aq—1
d; = 0+0,As+0,Ar+0,Aq—0,

d; = w, +m,“As+w1’Ar+wlqu—1
b4 = F"+ F{As+ F/Ar+ F Aq

65 = 0"+ 0.As+0,Ar+0,Aq

0¢ = W) +w’lsAs+w’lyAr+w’lqu. (16)
En notant par f une fonction quelconque de ¢ et n,
telle que F, F’, F', F", 0, 8", 0", w,, w] ou w}, et z
une variable de perturbation quelconque, telle que s,
r ou ¢, on définit, pour I’équation (16), les notations
suivantes :

o’ . _ 9"

o. . _9 _ag”
a’ fz_az et fz_ .

f.=
Les valeurs des dérivées de F', F”, 0, 8', w, et w} par
rapport 4 s, r et ¢ & n =1, sont donnéees par les
solutions numériques des 9 équations de perturbation
qu’on obtient en dérivant chacune des équations (7)-

(9) par rapport a s, r et ¢g. Les équations qui en résul-
tent sont :

aF,"+ &' F/+ F,F'+ FF;—-2BF'F, = ge({,n,2)  (17)
1 1
—G&y5~<ﬁﬂa+gw+m;
cp\ Pr cp\ Pr
a 14 s ’ 4
+@(cpl_cp2)(wl:0 + w1 67)
ou? Bulp
42— F'F— —F, = go(&,1, 2 18
T, e Top go(&,m,2)  (18)
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a " a ’ ’ 7 ’ o
ot 2 il e w1:+F:w|+F0)1::g(.ol(Q»’?sf)
Sc Sc

(19)

avec

o CF 8 faF
ge(lon,2) = ZC[FZQ +F (Tz< 56)

. s F/[}O_’_F,f‘ ot
go(&;n,2) = & T8 0z\0¢

. | -, G ¢ (0w,
g(u‘(gwrlﬂ:)=2C F: o& +F i
’C

COF 0 (oF (192)
—w) = =)= |
“rge T e\ e

Les dérivées par rapport a z des termes des pro-
priétés thermophysiques des fluides ont été négligées
dans les équations (17)—(19). Une justification de cette
simplification sera donnée plus loin.

Les conditions aux limites associées a ces équations,
an = 0 et pour £ quelconque, sont :

6F ¢F  OF"  OF" 0 oF |

0z éz  oq  or ds

a0 a8 oo’ c0

a0 _20r_20r a0

0z 0q s or
Jw, Ow, Jw) dw,
SE T Y 2 g 20
os or 0z oq 0

ou z est mis pour s, ¢ ou r.

Les valeurs de As, Ar et Ag sont déterminées a
chaque pas par le critére de minimisation, a = 7, de
la somme des carrés des erreurs données par (16).
Ainsi, As, Ar et Ag sont les solutions du systéme

d’équations suivant :
6
i=1

a(; 53) 0(: 53)

I T Y
(21)
qui peut étre mis sous la forme matricielle suivante :
A, A, A1[As] [B
Ay A Ax || Ar | =B, (21a)
Az, A, Az ILAg B,

avee
Ay = F2 40+l +FP 407 +0?

Ay = F2 407+l +F2+67 + 07

G. A. CAMPOLINA FRANCA et al.

Ay = FP4+0;+of +F7+07 +of
Ay = FF,+00,+0, 0, +FF+00 +w) o)
A= FQ.F,’,+0,\0‘]—Hul\wlq—{-F’\,’F;#—G;();—k—w’,‘w’,”

Ay =FF,+00, tw o + FIF; 400, +“)],{1)/l.,

q

A=Az Ay =45, Apn = Ay

B = FF+00,+ww, +FF/+60;

+w o) —F —0.0,—w,

By = F'F 400, +w 0, +F'F/+0'0;
twiw) —F,—0.0,-w,
B, = F/F,’,—f-()()q—kw]u),q+F”F{,’+()’0;

~|—U)'|(.r)',l/—F,'/—HL,Hq—m,”.

La solution du probléme général s’obtient donc en
résolvant le systéme de 12 équations constitué par les
3 équations (7)—(9) auxquelles il faut ajouter les 9
équations de perturbation dont les formes générales
sont données par (17)—(19), avec les conditions aux
limites (12a ou 12b), (14) et (20). 1l faut noter que,
pour la résolution numérique de ce systéme a I'aide de
la méthode d’intégration d’Adams—Moulton, ces 12
équations du troisicme et du deuxiéme ordre sont
transformées en un systéme de 28 équations du pre-
mier ordre non développé ici. On note également que,
pour ¢ = 0, la solution de ce systéme d’équations est
obtenue en considérant I'hypothese des profils de
vitesses semblables.

Lors de la résolution de ce sytéme, 'intégration des
équations selon #,  chaque valeur de &, est faite d'une
part en considérant que la dérivée par rapport a 5
d’une propriété thermophysique quelconque g est
donnée par:

og Ow,

dw, On

dg . Ogab
on 0T oy

(22)

d’autre part, en estimant les dérivées d’une fonction
quelconque f(¢&, n) par rapport a £ par une formule du
premier ordre des différences finies en arriére, pour la
premiere valeur de ¢ suivant £ = 0, soit:

o Je— 1,
IS

(23a)

et par une formule du deuxiéme ordre, pour les valeurs
suivantes de &, soit :

F‘l= (zé_il 2 fi
T EhEw”
Sl R =&,
. =
CTEG — e T T, —gy e @Y

Dans les relations (23), ¢ est la valeur ‘actuelle’ de
la coordonnée de Levy-Lees, &, et £, sont, respec-
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tiverent, les valeurs au pas précédent et a deux pas
précédents et f;, f; et f;, sont les valeurs de la fonction
[févaluées aux mémes abscisses.

De plus, la discrétisation des dérivées de f par rap-
port a une variable de perturbation z tient compte des

relations suivantes:
A\ L (F) () _,
0z\o¢ ) 8¢\oz 0251_0252_ ’
24)

Cette derniére équation présuppose que la variable de
perturbation z a ¢ n’a plus influence sur la fonction f
considérée aux valeurs précédentes de &.

Pour chaque valeur de ¢ on fait varier 7, 4 partir
d’une valeur initiale préétablie et, pour chaque valeur
de ., les corrections de s, r et g sont réalisées jusqu’a
ce que As soit inférieur & une valeur préétablie E,.
Notons que, quand la valeur de #, 4 la position actuelle
de &, est supérieure a la valeur 5, 4 la position de
¢ précédente, les valeurs d’une fonction quelconque
(&, n) et de ses dérivées sont estimées par une formule
d’extrapolation du cinquiéme ordre. Enfin, le test de
convergence pour une valeur de 5, donnée a £ donné
est effectué sur la valeur de E qui représente la somme
des carrés des différences entre chaque quantité cal-
culée et sa valeur asymptotique a 7, :

E<E, (25)
ou E, est une valeur préétablie et E est défini par:
E=[1-F(n.,9) +10.—0(., O)I"

+[1 =, (e, OP +[F"(n., O
+16° (e, OF + [ (7, £ (252)

Et, si les propriétés thermophysiques des fluides vari-
ent, un dernier test est fait sur la dérivée seconde de
F(&,n) 4 la paroi, soit:

s—8,

< Ex (25b)

N

ol Ep et une valeur préétablie et s et s, sont les valeurs
de 8> F(&,0)/0n* & la convergence actuelle et 4 la con-
vergence précédente, respectivement. La convergence,
dans ce cas, correspond a la verification, a la fois, des
relations As < E;et E< E..

4. APPLICATION ET VALIDATION DE LA
METHODE

4.1. Présentation des cas étudiés

Afin de valider la méthode de résolution proposée,
celle-ci a été appliquée a quatre cas d’écoulements
laminaires dont les solutions sont disponibles dans la
littérature. Les définitions des types d’écoulements et
les valeurs des principaux paramétres géométriques,
thermophysiques et de calcul concernant chacun de
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ces cas sont présentées dans les tableaux 1(a et b).
L’air est, dans tous les cas, le fluide en écoulement
pariétal. Les propriétés thermophysiques des fluides
sont considérées variables dans les cas 1 et 4. Pour ces
deux cas, les valeurs des parameétres présentés dans le
tableau la sont les résultats de la conversion au systéme
international des données présentées, dans le systéme
anglais d’unités, par Marvin et Sheaffer [10].

4.2. Expressions utilisées pour le calcul de quelques
paramétres importants

Avant de présenter les résultats il convient de définir
et de donner les expressions qui permettent de calculer
certaines grandeurs utilisées dans les comparaisons
qui fournissent des informations locales intéressantes.
1l s’agit du coefficient de frottement local, du flux de
chaleur local 4 la paroi et de I'épaisseur de déplace-
ment.
o Coefficient de frottement a la paroi:

ou
o —
payp

Ce
2 pi

Pour les besoins du calcul on présente les
expressions de C,/2 obtenues avec les transformations
de variables de Levy—Lees et avec celles de Falkner—

Skan.
— Transformation de Levy—Lees

2 pa\noy), p. /28
— Transformation de Falkner—Skan
Q= [ v 62FFS(x,O). (262)
2 U X a’l%s

L’équation de Falkner—Skan ainsi que les définitions
de la fonction de courant Fgg et de la variable 5y sont
présentées par [4-6, 9, 22]. On a, dans ce cas, & = x.

Le coefficient de frottement dans ’écoulement la-
minaire sur une plaque plane (écoulement de Blasius)
est donné par:

0,664 ol
Co = avec Re, =2=2%=* (27
Re,, He
o Flux de chaleur a la paroi selon la direction y:
G,
= —-i -_—
w=i(z)
— Transformation de Levy-Lees
_ (6_7" Qﬁ) _ Appptte” Ty 00(E,0)
o "\on oy/, 2 on
(28)

Le flux de chaleur adimensionel est défini par le rap-
port q,/qpL, OU gy est le flux de chaleur pariétal & la
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Tableau 1. (a) Caractérisation de I’écoulement et définition

G. A. CAMPOLINA FRANCA et al.

des paramétres thermophysiques dans les différents cas étudiés

FO (ad.)
ou
type (pv), L T. T, P u(x) u,
cas  d’écoulement dP/dx injection (kg/m?-s) (m) (K) (K) (kPa) (ms™h (ms~ ")
1 sur plaque =0 hélium —0,2455 0,0 217 653 1013 1182 1182
plane
2 autour d'une #0 non 0.0 300 300 101,3 1,5sin{x/R) 1
spheére
R=5cm
3 de Howarth #0 non 0.0 300 300 101,3 1—(x/L) 1
4 sur un cone =0 hélium a—0,0 0,09525 80 319 1,25 1228 1228
demi-angle bh—0,0166
=5 ¢—0,0332
d—0,0604
(b) Paramétres de calcul utilisés dans les différents cas étudiés
valeurs initiales E, E,
cas r s 7] . An. Ay Ey min. max. min. max.
1 0,3 0,3 0.3 0,25 0,25 0.025 10°* 107" 107 10°% 0"
2 0,3 0.25 0.10 0,01 10" 10" 107'% 104
3 0,3 0,25 0.10 0,01 10-" 10" 10-° 104
4 0.3 0,3 0.3 0.25 0,25 0,025 10°* 10" 10-1 10-" 10°°
position x = L, c’est-a-dire juste avant le début de . O Frs(x,0)
I'effusion. Fyg=— """
. , Ches
e Epaisseur de déplacement :
. o calculées avec la méthode proposée et celles données
Oy = f (1 — [—>d_1' (29)  par Smith et Clutter [9] en fonction de la coordonnée
o Pelte x/R en degrés. L’erreur maximale est 1,1%. Pour la
— Transformation de Levy—Lees: position du point de d'ecollement de la .couche limite
ces auteurs ont trouve, par extrapolation, la valeur
¥ x/R = 105,7" tandis que la valeur trouvée par notre
5y = j(l _r F’)dy (29a) méthode est 1047
) E Une formule aux différences finies en arriére du

ou y. et la valeur de y a4 = #,, pour une valeur donnée
de ¢.

4.3. Résultats et discussion

4.3.1. Premier cas: écoulement laminaire incom-
pressible et non-isotherme de l'air sur une paroi plane
poreuse avec injection d’hélium a travers la paroi et avec
profils des vitesses semblables le long de la paroi. Les
profils semblables de vitesses. de température et de
concentration en hélium, obtenus en résolvant les
équations (7)—(9) et (17)—(19) avec & = 0, sont com-
parés sur la Fig. 2 avec un échantillonage de ceux
obtenus par Marvin et Sheaffer [10] en utilisant un
schéma implicite aux différences finies. On constate
un accord parfait entre les deux méthodes.

4.3.2. Deuxiéme cas: écoulement laminaire incom-
pressible et isotherme sur une sphére imperméable de
rayon R. Sur la Fig. 3 on présente une comparaison
entre les valeurs de

troisiéme ordre a été utilisée pour la discrétisation des
dérivées par rapport a x pour atteindre la position
x = 0,09135 m (104.7"). car avec la formule du deu-
xiéme ordre donnée par I'équation (23b) on n’a pas
réussi 4 dépasser x = 0,0912 m.

Pour ces calculs, les valeurs suivantes des pas de x
ont été retenues : 0,004 m pour 0 < x < 0,044 m ; 0,002
m pour 0,044 < x<0,088 m; 0,0004 m pour
0,088 < x < 0,0912 m et 0,00005 m pour 0,0912 <
X <0,09135 m.

4.3.3. Troisieme cus: écoulement laminaire incom-
pressible et isotherme avec gradient inverse de pression
(écoulement ralenti de Howarth). Le rapport entre le
coefficient de frottement Cydonné par ’équation (26a)
et celui d’un écoulement de Blasius, Cp, est présenté
sur la Fig. 4 en fonction de la coordonnée adimen-
sionnelle x; = x/L, L étant la valeur maximale fixée
pour x, soit 8 m. En comparant ces résultats, a ceux
obtenus avec la série de Howarth-van Dike [6] donnée
par
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% 1200 ;1
& =
. O Marvin et Sheaffer  [0-9 2
£ 1000+ vitesse \ , 3
3 — méthode proposée 0.8 <
E 0.7 8
2 800 v
& ! FO = - 0, 2455 0.6 5
- d 8
< 600 - r05 o«
e température 0.4 £
~ : =]
£ 400 kS
0.3 =
= ©
a 3
5 200 502 o
@ concentration L &
] 0.1 g
I S
— - T T —r T 20
- 6

0 1 2

3 4 5

Coordonnée de Levy—lees

Fig. 2. Premier cas : profils semblables de vitesse, de température et de concentration en hélium en fonction
de n (coordonneé de Levy—Lees).

1.5
1.35 O Smith et Clutter
T — méthode proposée
g 1.2
A
"I’ 1.05 4
o
% 0.9 1
€ 0.751
i) i
§_‘ 0.6
< 0.454 point de décollement de la C.L.
«©
= 0.3 -
[ 9
0.154
0 T T T —— T — T —5
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tto
x/R en degrés

Fig. 3. Deuxiéme cas: Fgs 4 la surface de la sphére en fonction de la coordonnée curviligne adimensionnelle x/R.

G

fo

—21,5712x{ — 114,67x{ — 667,43x{ —4152,6x¢

=1-6,14677x_—3,33693x}

—27075x] — 182660x¢

on constate que ’erreur maximale et de 2,1% pour
0 <x. €£0,1. A partir de x; = 0,1 les erreurs aug-
mentent et les valeurs obtenues a I'aide de notre
méthode tendent vers zéro lorsque x; tend vers 0,12.
Cette valeur, qui correspond 4 la position du point de
décollement de la couche limite, et égale a celle ob-
tenue avec une méthode précise de différences finies
[6]. Smith et Clutter [9] ont aussi résolu ce probléme
en utilisant une méthode de tir dérivée de la méthode
de Hartree-Womersley pour les écoulements incom-

pressibles et isothermes. Ils ont trouvé, par extra-
polation, la valeur x =0,960 m, soit également
xi = 0,12 pour la position du point de décollement de
la couche limite.

Une formule aux différences finies en arriére du
troisiéme ordre a été utilisée pour la discrétisation des
dérivées par rapport & x pour atteindre la position
x=0,957 m (x_ = 0,1196), car avec la formule du
deuxiéme ordre donnée par ’équation (23b) on n’a
pas réussi a dépasser x = 0,952 m (x, = 0,1190).

Pour ces calculs, les valeurs suivantes des pas de x
onte été retenues: 0,04 m pour 0 < x < 0,84 m; 0,01
m pour 0,84 < x < 0,94 m; 0,004 m pour 0,94 <
x £ 0,952 m et 0,001 m pour 0,952 < x € 0,957 m.

4.3.4. Quatriéme cas: écoulement laminaire non-iso-
therme de I'air sur la surface d’un céne, sans gradient de
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N [N > [ 2] ~ fa-] Ve —
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Loelticient de trottement

point de décollement de la C.L

1 - série de Howarth—Van Dike
2 — méthode proposée

o
—
L

2

[}

-

0 002 004 0.06

0.08 0.1 0.12 0.14

x/L

0.16

Fig. 4. Troisiéme cas: (/Cy, en fonction de la coordonnée adimensionnelle x/L.

pression, avec injection d’hélium et avec des propriétés
thermophysiques des fluides variables. Les résultats
obtenus correspondent aux solutions des équations
(7)—(9) et (17)—(19) en considérant des profils de
vitesses semblables (FO =cte) pour 0 <x< L =
0,09525 m et des profils non semblables pour x > L.
A partir de ces résultats, les flux de chaleur pariétaux
selon x ont été calculés a chaque position de x. Les
courbes des flux de chaleur adimensionnels présentés
sur la Fig. 5(a) s’accordent trés bien avec celles ob-
tenus par Marvin et Sheaffer [10] qui utilisent une
méthode de différences finies. Sur cette figure, les
courbes 1, 2, et 3 différent par les débits massiques
d’injection de I'hélium. On présente sur les Fig. 5 (b
et ¢), respectivement, ’évolution des coefficients de
frottement et des épaisseurs de déplacement calculés
de long de la surface du céne, pour quatre débits
massiques d’injection d’hélium. Ces résultats n’ont pas
pu étre validés car la littérature consultée ne dispose
pas de résultats comparables.

Le schéma de deuxiéme ordre des différences finies
en arriére, donné par I’équation (23b), a été utilisé
pour la discrétisation des dérivées par rapport a &.

Pour ces calculs on a utilisée la valeur, 0,09525 m
pour le premier pas de x, 0,005 m pour le deuxiéme,
puis deux fois la valeur du pas précédant pour
0,01025 < x < 0,94 m.

5. CONCLUSIONS

Les résultats obtenus pour les quatre cas présentés
et les essais poursuivis dans le développement de la
méthode permettent de donner les conclusions sui-
vantes

(1) la précision de la méthode développée est équi-

valente a celle de la méthode classique des différences
finies :

(2) les temps de calcul nécessaires a la résolution
des cas présentés sont compatibles avec la complexité
du probléme concerné et avec la précision des résultats
obtenus. Ces temps, qui correspondent a 'user time
d'une machine RISC systéme/600 Modéle 340-1BM
AIX Version 3.2.5, sont présentés sur le tableau 2 ;

(3) la technique employée dans la recherche des
variables de perturbation, soit les conditions aux lim-
ites inconnues a la paroi, rend cette méthode de tir
efficace pour la résolution des couches limites la-
minaires y compris pour la détermination du point
de décollement, en présence ou non de gradients de
pression postitifs ou négatifs ;

(4) les valeurs initiales choisies pour s, r et ), n’in-
fluent pas sur lefficacité de la méthode, lorsqu’elles
sont comprises entre 0 et 1. Des valeurs hors de ce
domaine n’ont pas été testées;

(5) la valeur du pas de x influe beaucoup sur les
résultats des calculs tandis que la valeur du pas de 7.
et la valeur de #, influent plutét sur la convergence de
la méthode. L’erreur associée a la valeur choisie pour
le pas An de y dans la méthode d’intégration d’Adams-
Moulton (21) est donnée par

251, 8
720" >

Cette expression montre que |’établissement des val-
eurs optimales de Ay a partir d’'une analyse mathé-
matique des erreurs associées aux équations (17)—(19),
pour chaque type de probléme concerné, est une tache
difficile qui n’a pas été entreprise. Cependant, les essais
poursuivis pendant le développement de la méthode
permettent de suggérer (voir tableau 1b) des valeurs
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Fig. 5. (a) Quatriéme cas : flux de chaleur adimensionnel en fonction de la coordonnée curviligne x/L, pour

trois débits massiques d’injection d’hélium. (b) Quatriéme cas : coefficient de frottement en fonction de la

coordonnée curviligne x/L, pour quatre débits massiques d’injection d’hélium. (c) Quatriéme cas : épaisseur

de déplacement en fonction de la coordonnée curviligne x/L, pour quatre débits massiques d’injection
d’hélium.
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Tableau 2. Temps de calcul nécessaires a la résolution des
cas étudiés

Cas Temps de calcul
1 80's
2 20s
3 120's
4(a) 80s
4(b) 17 min
4(c) 25 min
35 min

pour ces paramétres en fonction du type de probléme
concerné et de la précision des résultats obtenus ;

(6) les formules aux différences finies utilisées dans
la discrétisation des dérivées par rapport & x ou ¢
permettent, dans les cas d’écoulements sans gradient
inverse de pression, d’augmenter les valeurs des pas
de x et £ au fur et & mesure que le calcul avance dans
cette direction. Dans les cas contraires, les pas de x et
£ doivent étre convenablement réduits au fur et a
mesure qu’on s’approche du point de décollement de
la couche limite. L’erreur associée a la valeur la plus
importante du pas A¢ de ¢ dans ’équation (23b) est
(9]

f étant une fonction quelconque telle que F, F7, 0 et
;. Cependant, les termes du membre de droite des
equations (17)—(19) indiquent que le parameétre a con-
sidérer dans une analyse d’erreurs est /A et non A¢,
A ce sujet, Smith et Clutter [9] présentent une analyse
succincte de 'influence du parameétre £/AE sur la sen-
sibilité des résultats de ’équation (7) avec propriétés
thermophysiques constantes.

(7) aucun effort n’a été fait pour optimiser la valeur
initiale de #,. ainsi que les valeurs des pas de #, 4. et de
xou(g;

(8) I'utilisation des formules aux différences finies
du deuxiéme ordre, pour la discrétisation des dérivées
par rapport a4 x ou &, conduit & des résultats corrects
dans les cas des écoulements sans gradient inverse
de pression. Dans les cas contraires, une formule du
troisiéme ordre est nécessaire, notamment pour la
détermination du point de décollement ;

(9) une étude complémentaire a montré que la prise
en compte, dans les équations de perturbation, des
deérivées des termes de propriétés thermophysiques par
rapport aux variables de perturbation n’a pas d’in-
fluence sur 'efficacité de la méthode et sur la précision
des résultats ;

(10) la méthode développée peut étre aisément
modifiée pour calculer les couches limites d’autres
écoulements externes, comme, par exemple, les écou-
lements sur une paroi adiabatique et sur une paroi a
température variable.

On peut conclure, finalement, que I'extension de la

G. A. CAMPOLINA FRANCA et al.

méthode de Nachtsheim et Swigert a la résolution
des équations du type couche limite laminaire non-
isotherme et avec profils de vitesses non-semblables
est fiable. L’inconvénient majeur de cette méthode
numeérique qui est le besoin d’une transformation de
variables quelquefois complexe, est compensé par sa
capacité a donner une grande précision de calcul de
grandeurs locales importantes telles que la con-
centration du mélange gazeux, le gradient de vitesse
et le gradient de température a la surface de la paroi.
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NACHTSHEIM AND SWIGERT METHOD EXTENDED TO THE STUDY OF THE TWO-
DIMENSIONAL PLANE OR AXISYMMETRIC, NONISOTHERMAL, LAMINAR
BOUNDARY-LAYER WITH BLOWING

Abstract—Nachtsheim and Swigert have developed a very efficient shooting method to solve the laminar
boundary-layer equations of isothermal flows with similar velocty profiles. In this work, we present an
extension of this method for the solving of nonsimilar boundary-layer equations of two-dimensional or
axisymmetric external flow, with or without gas blowing and with or without pressure gradient. Variations
of the two different fluid properties in a nonisothermal flow are taken into account. The efficiency of the
proposed method is verified for four examples of laminar flows. A sample of the results for velocity,
temperature and gas concentration profiles, friction coefficient and heat transfer on the wall surface, is
compared with the results available in literature.



